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 فصل چهارم

 گیریانتگرالهای روش 
 

 

ذکیر شیده در   های فرمول)گیری پایه انتگرالهای در این فصل با به خاطر سپردن فرمول

ایی بیا  ( و آگاهی از همه خواص انتگرال م ین و نام ین و همننین آشنانتهای فصل قبل

ارهیایی  خواص توابر لگاریتم و نمایی عام و خاص و توابر مثلثاتی م کوس به کمک راهک

هیای  مطیرح را بیه شیکل یکیی از فرمیول     هیای  کنیم انتگرالمی یشود س می که گفته

 تبدیل کرده و سپس آن را حل کنیم.گیری انتگرال

 تغییر متغیر که در انتهای فصل اول گفته شد.:گیریروش اول انتگرال

 : جزء به جزءگیریروش دوم انتگرال

udفرمول اصلی این روش  uv vdu    باشد.می 

 عزء به عزء حل کنید.انتگرال زیر را به کمک روش :مثال

cos( ) ?x x dx  

)cosاگر قرار دهیم  ) ,dv x dx u x  ،داریم 
, sin( )

sin( ) sin( )

sin( ) ( cos( )) sin( ) cos( )

du dx v x

I uv vdu x x x dx

x x x x x x k

  

   

     

  

شود که تیابر زییر انتگیرال بیه     می روش عزء به عزء م مولا در مواردی استفادهتوضیح:

صورت حاصل ضربی از دو تابر اسی که از یک عنس )یک نوع( نباشند، بطور مثال یکی 

و یکی نمایی و یا یکی مثلثاتی و ای و دیگری مثلثاتی و یا یکی چند عملهای چند عمله

کننید و در  می اختیار dvو دیگری را  uدیگری نمایی باشد.در این صورت م مولا یکی را 

 uم مولا باید چنان باشد که از تابر  dv,uدهند، البته انتخاب می فرمول عزء به عزء قرار

بیا ایین عمیل،     به راحتی بتیوان انتگیرال گرفیی و    dvبه راحتی بتوان مشتق گرفی و از 
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ییک انتگیرال سیاده تیر از      vduانتگرال فرعی موعود در فرمول عزء بیه عیزء ی نیی    

را بیه صیورت زییر    dvوuانتگرال اول و قابل حل باشد، بطور مثال اگیر در انتگیرال فیوق    

 :ه کمک روش عز به عز، خواهیم داشیاختیار کنیم، ب
2

2 2

2
2

cos( ) , sin( ) ,
2

cos( ) ( sin( ))
2 2

1
cos( ) sin( )

2 2

x
u x dv xdx du x dx v

x x
I uv vdu x x dx

x
x x x dx

     

     



 



 

2که به مراتب حل انتگرال sin( )x x dx باشد. بنابراین می تر از انتگرال اولطولانی

 در فوق انتخاب مناسبی نبوده اسی. dv و u انتخاب

3 :مثال 2

0
( ) ?x tg x dx



 

 به کمک روش عزء به عزء 
2

2 2

, ( )

, ( ) (sec ( ) 1) ( )

u x dv tg x dx

du dx v tg x dx x dx tg x x

 

        
 

2

2 2
2

( ) ( ( ) ) ( ( ) )

( ) sec( ) ( ) sec( )
2 2

x tg x dx x tg x x tg x x dx

x x
x tg x x Ln x x tg x Ln x

    

     

 
 

 

2

2 2

1
( ) sec( ) ( ) 0

3 3 3 2 3

1
3 2 (2)

3 2 9 183

I tg Ln

Ln Ln

   

   

    

      

 

وابیر  مربیوط بیه تیابر لگیاریتم و ییا ت     های همننین از روش عزء به عزء در حل انتگرال

 شود.می مثلثاتی م کوس استفاده

) : مثال ) ?Ln x dx  

( ) , ,

( ) ( ) ( )

dx
u Ln x dv dx du v x

x

dx
I uv vdu Ln x x x xLn x dx xLn x x k

x
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 مثال: الف( توضیح :
2

2

2 2

?

, 2 ,

2 2

x

x x

x x x x

I x e dx

u x dv e dx du x dx v e

I x e e x dx x e xe dx

 

    

     



 

 

xIاگر قرار دهیم  xe dx   با تکرار روش عزء به عزء برای حلI  داریم: 

2 2 2

, ,

2( ) 2 2 ( 2 2)

x x

x x x x

x x x x x x x

u x e dx dv du dx v e

I uv vdu xe e dx xe e

I x e xe e x e xe e e x x k

     

       

         

  

ه در مثال فوق دیدیم که گاهی برای حل یک انتگرال ممکن اسیی دو ییا چنیدین مرتبی    
 روش عزء به عزء را پشی سر هم تکرار کنیم تا انتگرال حل شود.  

 به مثال زیر دقی کنید.

5: مثال xx e dx

  مرتبه پشی سر هم روش عزء بیه عیزء را بکیار     5در این مثال باید

کیار زییر(   توان آن را به شکل زیر )طبق راهمی ببریم تا انتگرال حل شود به همین دلیل

,55حل کرد )از  y x 6مرتبه مشتق و از, xy e گیریم(.می مرتبه، انتگرال 
5 5 5

4 4

3 3

2 2

5 4 3 2

( )

5 5

20 20 ( )

60 60

120 120 ( )

120 120

( 5 20 60 120 120)

x x x

x x

x x

x x

x x

x x

x

x

x e x e dx x e

x e x e

x e x e

x e x e

x e x e

e e

e

I e x x x x x K

  

 

 

 

 

 





    

  

  

  

  

  

        



 

 مثال: ب(
1

1

2

( ) ?

( ) , ,
1

tg x dx

dx
u tg x dv dx du v x

x







     



 

1

2
( )

1

x
I uv vdu tg x x dx

x
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با فرض 
21

x
I dx

x
 


I، برای حل   کنییم. اگیر   میی  از روش تغییر متغیر استفاده

21uقرار دهیم x   ، 
2

2 2

2

1 2

1 2

1 2 1 1 1 1
1 (1 )

2 1 2 2 2 2

1
( ) (1 )

2

u x du xdx

xdx du
I Ln u Ln x Ln x

x u

I x tg x Ln x K

    

       


    

   

اده کرد بینیم که گاهی برای حل یک انتگرال از چندین روش باید استفمی در مثال فوق

ر دو تا انتگرال حل شود دراین مثال هم روش عزء به عزء و هم روش تغیییر متغییر، هی   

 استفاده شد.

 مثال: ج(

sin( )

, sin( ) , cos( )

( cos( )) cos( )

cos( ) cos( )

x

x x

x x

x x

e x dx

u e dv x dx du e dx v x

I uv vdu e x x e dx

e x e x dx

     

       

 



 



 

)cosو اگر  )xI e x dx        حیل  فرض شود، با تکیرار روش عیزء بیه عیزء بیرایI  

 خواهیم داشی:

, cos( ) , sin( )

sin( ) sin( )

sin( ) cos( ) sin( ) sin( )

( Cos( ) Sin( )) ( cos( ) sin( ))
2

x x

x x

x x x x

x
x

u e dv x dx du e dx v x

I uv vdu e x x e dx

e x dx e x e x e x dx

e
I e x x I I x x K

     

     

    

        

 

 
 

ال، بینیم که گاهی تکرار روش عزء به عزء به عیای حیل صیریح انتگیر    می در مثال فوق

 کند.می برای مثاسبه انتگرال ایجادای م ادله

البته قابل ذکر اسی، راهکاری که در پایان قسمی )الف(از این توضییح گفتییم تیا عیایی     

)sinیابد که مشتق صفر شود و یا مانند می ادامه )xe x dx ،  عواملی که قرار اسیی در

بیه طیور   .یابدمی پایانگیری در آن هنگام عملیات مشتقند وشاگر تکرار هم ضرب شوند 
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)sinمثال اگر بخواهیم )xe x dx ،را به کمک این راهکار حل کنیم 

گیریمدو بار انتگرال می دو بار مشتق میگیریم   

 xe  + sin( )x  

 xe  - cos( )x  

 xe  + sin( )x  

( cos( ))xI e x    

( sin( ))xe x   

( sin( ))xe x dx   

sin( ) cos( ) sin( ) sin( )x x x xe x dx e x e x e x dx      

 ممکن اسی به چندین روش قابل حل باشند.ها برخی از انتگرالد(

مثال: 
1

0
1I x x dx  .را دسی کم به دو روش حل کنید 

 حل: 

 راه حل اول: تغییر متغیر
2 2

3 5
2 2 4

3 5

1 1 2 , 1

(1 ) (2 ) 2 ( ) 2( )
3 5

12 2
( 1 ) ( 1 )

03 5

2 2 2 2 1 1 5 3 4
0 ( ) 2( ) 2( )

3 5 3 5 3 5 5 3 15

u x x u dx udx x u

u u
I u u udu u u du

x x

          

       

    


         



 
 

 راه حل دوم: عزء به عزء
1

0

3
32
2

1

(1 ) 2
, 1 , (1 )

3 3
( 1)

2

x x dx

x
u x x dx dv du dx v x



 
       





 

3 3

2 2
2 2

(1 ) (1 )
3 3

I uv vdu x x x dx
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3

2

5
3 3 2
2 2

2 2 2 2 (1 )
(1 ) (1 ) (1 )

53 3 3 3
( 1)

2

x
x x x dx x x

 
      

 
 

3 5

2 2
12 4 4

(1 ) (1 )
03 15 15

x x x


     

 

 تمرین

 های زیر را حل کنید.انتگرال

2 4 2 5 7 2sin( ) , , sin(3 ) ,
x

xx x dx x e dx x x dx x e dx    
2 2 2( 2 1) , sin(1 ) , ( )xx x e dx x x dx xLn x dx     

2 2 2 2sec ( ) , , ( ) , ( ( ))xx x dx x e dx Ln x x dx x Ln x dx     

1 1 1sin ( ) , cos ( ) , sin ( ) , cos( )x x dx x dx x dx x dx  

    
2

1 2 22

0
sin ( ) , sin (2 ) , , cos(2 )x xx x dx x x dx e dx e x dx 

    

 

 راهنمایی:
2

1 1
(1 )x x

x x
    و

1
1

( 1)
x

xx e dx
x



   وsin( ( ))Ln x dx 
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 های مثلثاتیانتگرال توان گیری:انتگرالروش سوم 

sin ( )cos ( )n mx x dx  

sec ( ) ( )n mx tg x dx  

csc ( )cot ( ) , 0,1,2,.....n mx x dx n m   

گییری ماننید   انتگیرال  هیای روشبرخیی از  م مولاً به طور مستقیم و یا پس از بکارگیری 

دامیه  ر ادتغییر متغیر مثلثاتی و یا تجزیه به کسرهای عزئی )انتگیرال توابیر گوییا( کیه     

 خوریم.می هایی از نوع فوق برخواهد آمد، به انتگرال

Sin ( )cos ( ) , 0,1,2,.....n mx x dx n m  

sinبرای حل  ( )cos ( )n mx x dx  اگر, 0,1,2,...n m را ها ترین حالی، ابتدا ساده

 م.ساده تبدیل کنیهای دیگر را به حالیهای کنیم حالیمی کنیم و سپس س یمی حل

 کنیم.می فرد باشد مانند موارد زیر عملها اگر دسی کم یکی از توانحالت اول:

 زیر را حل کنید.های انتگرالمثال: 
5

4

4 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2

5 3 5
3

3 4 2 4

cos ( ) ?

cos ( )cos( )

sin( ) cos( ) , cos ( ) (cos ( ))

(1 sin ( )) (1 ) (1 ) (1 2 )

sin ( ) 2
2 sin( ) sin ( )

5 3 5 3

sin ( )cos ( ) sin ( )cos ( )sin( )

cos

x dx

x x dx

u x du x dx x x

x u I u du u u du

u u x
u x x K

x x dx x x x dx

u



    

        

      









 

 
2 2 2

2 4 4 6

5 7 5 7

( ) sin( ) , sin ( ) 1 cos ( ) 1

(1 ) ( )

cos ( ) cos ( )

5 7 5 7

x du x dx x x u

I u u du u u du

u u x x
K

      

      


     

 

 

های مثلثیاتی بیا تیوان    بینیم که اگر دسی کم یکی از نسبیمی در دو نمونه فوقتوضیح:

فرد باشد یک واحد از توان فرد آن نسبی مثلثاتی را عدا کرده، اگر سینوس باشد متغییر  

 گییریم و م یادل  میی  را کسینوس و اگر کسینوس باشد متغیر عدید را سینوس در نظیر 

نویسیم و سپس بیا ایین تغیییر    می زیر انتگرال را بر حسب متغیر عدیدهای عبارت تمام
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 شود.می راحتی حله متغیر، انتگرال ب

 راه اول:مثال: 
3 7

2 7

2 2 2

2 7

8 10
2 7 7 9

8 10

sin ( )cos ( )

sin ( )cos ( )sin( )

cos( ) sin( )

sin ( ) 1 cos ( ) 1

sin ( ) cos ( ) ( sin( ))

(1 ) ( )
8 10

cos ( ) cos ( )

8 10

x x dx

x x x dx

u x du x dx

x x u

I x x x dx

u u
u u du u u du

x x
K

   

   

      

       

   







 

 

 :راه دوم
3 7 3 6

6 2 3 2 3 2 3

3 2 3 3 6 2 4

3 9 5 7

4 10 6 8 4 10

sin ( )cos ( ) sin ( )cos ( ) cos( )

sin( ) cos( )

cos ( ) (cos ( )) (1 sin ( )) (1 )

(1 ) (1 3 3 )

( 3 3 )

sin ( ) sin ( ) 1
3 3 si

4 10 6 8 4 10 2

x x dx x x x dx

u x du x dx

x x x u

I u u du u u u u du

u u u u du

u u u u x x

 

  

    

      

    

     

 

 



6 83
n ( ) sin ( )

8
x x K 

 

 توضیح:

مل تواند روی هر دو عامی باشند بنابرین تبدیلمی در مثال فوق هر دو عامل با توان فرد

 بیالا  اول و دوم درهیای  ی نی سینوس و یا کسینوس انجام شود ولی با توعه به راه حیل 

تیر  بینیم که برای کمتر شدن حجم مثاسبات بهتر اسی تبدیل روی توان فرد کوچکمی

 انجام شود.

اشید و ییا   با توان فرد نباشند ی نی توان هیر دو زوج ب ها کدام از عاملاگر هیچحالت دوم:

 آن هم با توان زوج باشد.  ،فقط یک عامل

را بیر حسیب کسیینوس دو    عامیل  زییر هیر دو   هیای  در این صیورت بیه کمیک فرمیول    
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عامل کسیینوس  های نویسیم، واضح اسی که با این تبدیل، زیر انتگرال فقط توانمیبرابر

 ماند.می دو برابر باقی

2

)2cos(1
)(cos

2

)2cos(1
)(sin

2

2













 

 مثال: 

 

 



 

   

































)
4

)4sin(
(

2

1

2

)4cos(1
)2(cos

)
3

)2(sin
)2(sin(

2

1
)

3
(

2

1
)1(

2

1

1)2(sin1)2(cos

)2cos(2)2sin(

)2cos()2(cos)2(cos

    *)2(cos3)2cos(3)2(cos
8

1

8

)2(cos3)2cos(3)2(cos1
)

2

)2cos(1
(

)
2

)2cos(1
())((cos)(cos

?)(cos

2

2

33
2

1

222

23

1

23

23
3

3326

6

x
xdx

x
dxxI

x
x

u
uduuI

uxx

dxxduxu

dxxxdxxI

dxxdxxdxxdx

dx
xxx

dx
x

I

x
xx

dxx

 
1فرعی های بنابراین با قرار دادن مقادیر انتگرال 2,I I در رابطه∗، 

31 1 sin (2 ) sin(2 ) 1 sin(4 )
( (sin(2 ) ) 3 3 ( ))

8 2 3 2 2 4

x x x
I x x x        

35 sin(2 ) sin (2 ) 3
sin(4 )

16 4 48 64

x x
x x K      

4 2sin ( )cos ( ) ?x x dx   

4 2 2 21 cos(2 )
Sin ( ) (sin ( )) ( )

2

x
x x


   

2 1 cos(2 )
cos ( )

2

x
x
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21 cos(2 ) 1 cos(2 )
( )

2 2

x x
I dx

 
     

2 3

2 3

1
(1 cos (2 ) cos(2 ) cos (2 ))

8

1 1 sin(2 ) 1
cos (2 ) cos (2 )

8 8 8 2 8

x x x dx

x x
x dx x dx

   

  



 

 

 بنابر مثال قبل

K
xxx

x
xx

x
x

x
I

x
xdxxI

x
xdxxI













48

)2(sin

64

)4sin(

16

)
3

)2(sin
)2(sin(

2

1

8

1
)2sin(

16

1
)

4

)4sin(
(

2

1

8

1

8

)
3

)2(sin
)2(sin(

2

1
)2(cos

)
4

)4sin(
(

2

1
)2(cos

3

3

3
3

2

2

1

 

 گاهی حل یک انتگرال منجر به حیل چنید انتگیرال   فوق دیدیم که های در مثالتوضیح:

 شود.می فرعی دیگر

مثلثیاتی سیینوس و کسیینوس    هیای  اگر زیر انتگرال حاضل ضربی از نسیبی حالت سوم:

 یکی نباشند.ها باشد ولی کمان

 د.زیر تبدیل کرهای باید ضرب را به عمر و یا تفریق، توسط فرمول در این حالی

2

)cos()cos(
)sin()sin(

2

)cos()cos(
)cos()cos(

2

)sin()sin(
)cos()sin(





















 

 مثال:

sin(2 )cos(3 ) ?

sin(5 ) sin( )
sin(2 )cos(3 )

2

1 1 cos(5 ) cos(5 ) cos( )
(sin(5 ) sin( )) ( cos( ))

2 2 5 10 2

x x dx

x x
x x

x x x
I x x dx x k
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 :مثال

 
2sin (2 )cos(3 )x x dx 

2 1 cos(4 ) 1
sin (2 )cos(3 ) cos(3 ) (cos(3 ) cos(3 )cos(4 ))

2 2

1 cos(7 ) cos( ) cos(3 ) cos(7 ) cos( )
(cos(3 ) )

2 2 2 4 4

cos(3 ) cos(7 ) cos( )
( )

2 4 4

1 sin(3 ) 1 sin(7 ) 1 sin(3 ) sin(7 ) s
sin( )

2 3 4 7 4 6 28

x
x x x x x x

x x x x x
x

x x x
I dx

x x x x
x


    


   

    

    


in( )

4

x
K

 

نیاوب  بینیم که انتگیرال ییک تیابر متنیاوب لزومیاً تیاب ی مت      می فوقهای در مثالنکته: 

2sinنیسی، به طور مثیال در   ( )x dx  2، تیابرsin ( )y x     تیاب ی متنیاوب بیا دوره

 اسی در حالیکه، مطابق برهان زیر تابر اولیه آن، تاب ی نامتناوب اسی. تناوب 

  


 K
xxx

xdx
x

dxx
4

)2sin(

2
)

2

)2sin(
(

2

1

2

)2cos(1
)(sin2

 
 

  ..,.........2,1,0,)()(sec mndxxtgx mn

 

کنیم کیه  می را عدا secهای با توان زوج باشد، دو تا از توان secاگر عامل حالت اول:

 رویم.می در نظر گرفته و پی  tgاسی و متغیر عدید را  tgاین مشتق

 مثال:

 

6

4 2 4 2

2

4 2 2 2 2 2 2

2 2 4 2

1 5 3
4 2

sec ( ) ( ) ?

sec ( )sec ( ) sec ( ) ( )sec ( )

( ) sec ( )

sec ( ) (sec ( )) (1 ( )) (1 )

(1 ) (1 2 )

2
( 2 )

1 5 3

m

m m

m m

m m m
m m m

x tg x dx

I x x tg x dx x tg x x dx

u tg x du x dx

x x tg x u

I u u du u u u du

u u u
u u u du

m m m

t

  
 



 

  

    

      

     
  



 

 


1 5

3( ) 2
( )

1 5 3

m m
mg x tg

tg x K
m m m

 
  

  

  



 ریاضی عمومی یک    164

ان فیرد  هیم بیا تیو    tgکنیم اگر می توعه tgبا توان فرد باشد به توان  secاگر حالت دوم:

secشیود می کنیم کهمی عدا tgو یک توان از عامل  secباشد یک توان از عامل  tg  و

 کنیم.می در نظر گرفته و انتگرال را حل secاسی پس متغیر را  secاین هم مشتق 

 مثال: 

2222224

4242

53

)1()1)((sec))(()(

)()sec()sec(

)()sec()()(sec)()()sec()(sec

)()(sec





 



uxxtgxtg

dxxtgxduxu

dxxtgxxtgxdxxtgxtgxxI

dxxtgx

 
 

Kx
xxuuu

duuuuduuuuduuuI



  

)(sec
5

2

3

)(sec

7

)(sec

5
2

37

2)21()1(

5
37537

426242222

 
نویسیم و به این می secرا بر حسب  tgزوج باشد در این حالی م ادل عامل tgو اگر توان 

را حیل  هیا  آنشود که بایید بتیوانیم   می ایجاد secعاملهای ترتیب زیر انتگرال فقط توان

 کنیم.بطور مثال،

  











dxxdxxdxxx

dxxxIxxtg

dxxtgx

)(sec)(sec))(sec)((sec

)1)()(sec(sec1)(sec)(

?)()(sec

3535

2322

23

 

 توضیح:الف:

 dxxn )(sec
 













?)(sec:3

)()(sec:2

)()sec()sec(:1

3

2

dxxn

Kxtgdxxn

KxtgxLndxxn

 
 به روش عزء به عزء

 

 







dxxtgxxtgxtgxvduuvI

xtgvdxxtgxdudvdxxxu

dxxxdxx

)()sec()()()sec(

)(,)()sec()(sec,)sec(

)(sec)sec()(sec

2

23
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2با فرض 

1 sec( ) ( )I x tg x dx ، 

1sec( ) ( )I x tg x I   
2 3

1 sec( ) (sec ( ) 1) sec ( ) sec( )

sec( ) ( ) sec( ) ( ) ( sec( ) ( ) )

sec( ) ( )sec( ) ( )

2 2

I x x dx x dx x dx

I Ln x tg x I x tg x I Ln x tg x

Ln x tg xx tg x
I K

    

      


   

  

4

4 2 2

2

2 2 2

3 3
2

5

4 , sec ( ) ?

sec ( ) sec ( ) sec ( )

( ) sec ( )

sec ( ) 1 ( ) 1

( )
(1 ) ( )

3 3

5 , sec ( )

n x dx

x dx x x dx

u tg x du x dx

x tg x u

u tg x
I u du u tg x K

n x dx

 

 

  

   

       





 





 

3nبه روش عزءبه عزء مانند حالی   شود.می حل 

 dxxn )(sec:6 6

 
4nمانند   شود.می حل 

 شود کهمی ثابی m>2البته به استقراء برای 

 










 dxx

m

m

m

xtgx
dxx m

m
m )(sec

1

2

1

)()(sec
)(sec 2

2

 

 ب:

csc ( )cot ( )n mx x dx  برای, 0,1,2,.....n m    مشیابهsec ( ) ( )n mx tg x dx 
 شود.می حل

 

 تمرین

 های زیر را حل کنید.انتگرال .1

   dxxxdxxxdxx )(sin)(cos,)(cos)(sin,)(sin 53723

 
5 2 36 2

0 0
3cos (3 ) , sin (2 )3cos (2 )x dx x x dx
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6 4 2 2 44

0
sin ( ) , cos ( ) , sin ( )cos ( ) , sin (2 )x dx x dx x x dx x dx



    

2

2

sin(3 )cos(2 ) , cos( )cos(7 ) , cos(3 )sin(2 )x x dx x x dx x x dx



   

3sin ( )cos(2 ) , sin( )sin(2 )sin(3 )x x dx x x x dx  

 های زیر را حل کنید.انتگرال .2

  dxxdxxtg )(sec,)( 64

 
   dxxdxxtgxdxxtgx )(sec,)()sec(,)()(sec 5233

 
0

4 2 3 3

3

sec ( ) ( ) , sec ( ) , 4 ( )x tg x dx x tg x dx
   

 های زیر را حل کنید.انتگرال .3

2 2

0 0 0

32
22 6 2

0
3

1 cos(2 ) , 1 cos ( ) , 1 sin ( )

sin ( )
, 1 sin( ) , (1 cos ( ))

1 cos( )

x dx x dx x dx

x
dx x dx x dx

x

  

 





  

 


  

  
 

3 2

4 2

sin ( ) ( ) cot ( )
, ,

cos ( ) csc( ) cos ( )

x tg x g x
dx dx dx

x x x   

2 3 3sin ( ) , sin ( ) , cos ( )x x dx x x dx x x dx   

 

هیای  کدام از حالیی مرین فوق عوامل مثلثاتی در قالب هیچبرخی از موارد تدر راهنمایی:

به راحتی به کمک ساده  ند وگیری( قرار ندارسوم انتگرال گفته شده در این روش )روش

 شود.ء، انتگرال حل میمتغیر ساده و یا با روش عزء به عز ها و یا تغییرکردن عبارت
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 گیری: تغییر متغیر مثلثاتیروش چهارم انتگرال

2هایی که تابر انتگرالده )تابر زیر انتگرال( بیه شیکل   در برخورد با انتگرال 2a x   ییا
2 2x a  2یا 2a x  2یا 2x a  باشید، اغلیب از تغیییر متغییر     هیا  یا توانی از ایین

 کنییم م یادل هیر کیدام از    میی  گییریم و سی ی  میی  زییر کمیک  مثلثاتی مطابق دسیتور  

 متغیر عدید بنویسیم.را بر حسب  زیر انتگرال های عبارت

2 در ربر اول یا چهارم، انتهای کمان  2 : sin( )a x x a   

2 در ربر اول یا چهارم، انتهای کمان  2 : ( )a x x atg   

2 در ربر اول یا سوم، انتهای کمان  2 : sec( )x a x a   

 با تغییر متغیر فوق داریم:
2 2 2 2 2 2 2

2 2

sin ( ) (1 sin ( ))

cos ( ) cos( )

a x a a a

a a

 

 

     

  

 

0aاگییر    فییرض شییود چییون انتهییای کمییان   در ربییر اول یییا چهییارم قییرار دارد

cos( ) 0  بنابرین 

)cos(22 axa 
 

 به طور مشابه
2 2 2 2 2 2

2 2

( ( )) (1 ( ))

sec ( ) sec( )

a x a atg a tg

a a

 

 

     

  

 

0a  چون در این حالی هیم انتهیای کمیان    و       در ربیر اول ییا چهیارم اسیی پیس

sec( ) 0  .اسی 
2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2

sec( )

sec ( ) (sec ( ) 1)

( ) ( )

a x a

x a a a a

a tg a tg



 

 

 

     

  

 

)انتهای کمان در این حالی در ربر اول یا سوم قرار دارد پس  ) 0tg     ،پس 

)(22 tgaax  
2،بنابرین با این تغییر متغیرها 2a x   2و ییا 2x a    2و ییا تیوانی از 2a x   ییا

2توانی از  2x a  مانید کیه بیه    میی  از بین رفته و به عای آن یک عبارت مثلثاتی بیاقی
 د. گیری( انتگرال قابل حل خواهد بوش سوم انتگرالکمک راهکارهای روش قبلی )رو
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 مثال: 

2x x dx 

 



dxxI

xxxxxxxx

22

22222

)
2

1
()

2

1
(

)
2

1
(

4

1
]

4

1
)

2

1
[()

4

1

4

1
()(

 
1بییا تغییییر متغیییر  1

sin( ) sin( )
2 2

x a      انتهییای کمییان،  در ربییر اول یییا

 شود،می چهارم، حاصل



 










16

)2sin(

8
)

2

)2sin(
(

8

1

2

)2cos(1

4

1

)(cos
4

1
)cos(

2

1
)cos(

2

1

)cos(
2

1
)sin(

2

1

2

1

)cos(
2

1
)(cos

4

1
)(sin

4

1

4

1
)

2

1
(

4

1

2

222












d

ddI

ddxx

x

 
 بنویسیم. xنتگرال نام ین اسی باید م ادل عواب فوق را بر حسب متغیر او چون 

 

11 1
sin( ) sin( ) 2 1 sin (2 1)

2 2

sin(2 ) 2sin( )cos( ) 2(2 1)cos( )

x x x

x

  

   

       

  

 

2 1
sin( )

1

x



 

ضلر مقابل

وتر
 

Cos( ) 
ضلر مجاور

وتر

2 2

2 21 (2 1)
4 4 2

1

x
x x x x

 
      

2 2sin(2 ) 2 (2 1) 2 4(2 1)x x x x x x          

1 2sin (2 1) (2 1)

8 4

x x x x
I K
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 از این کتاب پاسخ مثال منجر به حل انتگرال زیر شد.72در صفثه مثال: 

 

1

0

22 41)1( dyyyI

 

 به کمک روش تغییر متغیر مثلثاتی،

2 در ربر اول یا چهارم انتهای کمان  ( ) ( )y atg tg   
2 2 21 4 1 ( ) sec ( ) sec( ) sec( )y tg          

 ddytgy )(sec2)(2 2 


4

)(
1)

2

)(
(11

2
22  tgtg

y
 

  


d
tg

I )(sec)sec()
4

)(
1(

2

1 2
2

 




dd ))(sec3)((sec
8

1
)(sec)

4

1)(sec
1(

2

1 353
2

 



 

5اگر قرار دهیم 

1 sec ( )I d  3و

2 sec ( )I d  ، 

 ddI )(sec)(sec)(sec 235

1   
 به کمک روش عزء به عزء

)(,)()sec()(sec3)(sec,)(sec 223  tgvdtgdudvdu  
3 2 3

1

3 2 3

sec ( ) ( ) 3 ( )sec ( )

sec ( ) ( ) 3 (sec ( ) 1)sec ( )

I tg tg d

tg d

    

    

   

  




 

  ))(sec)(sec(3)()(sec 353  ddtg
 

2

3

121

3

1
4

3

4

)()(sec
33)()(sec I

tg
IIItgI 




 

2

3

21
32

15
)()(se

32

1

8

3

8

1
ItgcIII  

 
3

2

sec( ) ( )sec( ) ( )
sec ( )

2 2

Ln tgtg
I d

  
 


  پس ، 

)
2

)()sec(

2

)()sec(
(

32

15

32

)()(sec3  tgLntgtg
I




 
 از طرفی
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ضلر مقابل

ضلر مجاور
( ) 2tg y   

sec( ) 
وتر

ضلر مجاور
 

241 y1

41 2y

 )sec( 
2 3

2 2 1

0

(1 4 ) 2 15
( 1 4 2 1 4 2 )

32 64

y y
I y y Ln y y

 
       

)52(
64

15

32

525
 Ln

 
 توضیح:

 زیر نیز استفاده کرد.های توان از فرمولمی خاصهای درحالیالف:

kxxLnkx
x

dx






 )1()(sinh
1

21

2

 

1)1()(cosh
1

21

2





 xkxxLnkx
x

dx

 

 

10:)
11

()(sec
1

2
1

2









 xk
x

x
Lnkxh

xx

dx

 

 
2مربوط بیه  های همننین برای حل انتگرالب: 2a x  2ییا 2x a  تیوان از تغیییر   میی

 هذلولوی هم کمک گرفی.های متغیر

)(sec)(1:)(: 2222  htghatghxxa  
)(cosh)(sinh1:)sinh(: 2222   axxa 

)(sinh1)(cosh:0,)cosh(: 2222   axax 

0 ) 
1 1 

( 
0 : ) ( csc 

0 : ) ( csc 

1 

2 

1 

1 

2 
  

 
  

  

   
 

 
 

 

 x k 
x 

x 

x 
Ln 

x k x h 

x k x h 

x x 

dx 

k 
x 

x 
Ln 

x k x 

x k x tgh 

x 

dx 
 

 

 
 

  

  
 

  

 

 
1 

1 

2 

1 

1 : ) ( coth 

1 : ) ( 

1 1 

1 

2 



 171گیری   های انتگرالروش: چهارمفصل 

 

مثال: 
2

2

9x
dx

x


 .را به دوروش حل کنید 

 به کمک تغییر متغیر مثلثاتی:راه اولحل: 

)3sec در ربر اول یا سوم انتهای کمان  ) :x  

 dtgdx )()sec(3 
)(3)(9)1)((sec99)(sec99 2222  tgtgx  















dd

tg
dtg

tg
I  

)cos(

)(sin

)sec(

)(
)()sec(3

)(sec9

)(3 22

2

 
21 cos ( ) 1

( cos( )) (sec( ) cos( ))
cos( ) cos( )

d d d


     
 


         

KtgLn  )sin()()sec(  
وتر

ضلر مجاور
3sec( ) sec( )

3

x
x      

{
 
 

 
 )(tg

ضلر مقابل

ضلر مجاور

)sin(
ضلر مقابل

وتر



{
 
 

 
 

)(tg 3

92x

)sin( x

x 92

 








x

xxx
LnI

9

3

9

3

22

 
2 2

2 29 9
( 9 (3) ln 9

x x
Ln x x Ln x x k

x x

 
         

 به کمک تغییر متغیر هذلولوی:راه دوم

,)sinh(30,)cosh(3  ddxx  
2 2 2

2

9 9cosh ( ) 9 9(cosh ( ) 1)

9sinh ( ) 3 sinh( ) 3sinh( )

x  

  

     

 
 

0زیرا  .فرض شد 

  



dtghdI )()sinh(3

)(cosh9

)sinh(3 2

2
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  ktghdh )()(sec1( 2 
 

 بنویسیم.xچون انتگرال نام ین اسی پس باید م ادل عواب بالا را بر حسب 

)
3

(cosh
3

)cosh()cosh(3 1 xx
x  

 
)coshاز طرفی )

3

x
   0و پس 

2
2 2 9

sinh( ) cosh ( ) 1 ( ) 1
3 3

x x
 


     

2

2

9

sinh( ) 93( )
cosh( )

3

x

x
tgh

x x









   

k
x

xx
I 


  9

)
3

(cosh
2

1

 
ای های تیازه آنها فقط صورتو م کوس  البته قابل ذکر اسی که به وسیله توابر هذلولوی

 شود.شود وگرنه هیچ نوع عدیدی از انتگرال توسط آنها حل نمیمی از عواب حاصل

 

 تمرین

 .زیر را حل کنید هایانتگرال .1

2 2 2

2 2 2 2

4
, , , ,

1 3 12 4 3 2 9

x x x x dx
dx dx dx dx

x x x x x x x



     
     

2
1

2 3 2 3 20

16 1
, , , ,

1(5 4 3 ) (4 ) 4

x

x

dx dx dx e x
dx dx

e xx x x x x

 

   
    

2
2

22 2 2 0
4 25 , , , ,

8 24 9 2 2 1

dx dx dx dx
x dx

xx x x x x x


    
     

2 2 2 3 2 3 2
, , ,

(3 4 ) (3 4 ) (4 8 1) ( 2) 4 3

dx dx dx dx

x x x x x x x      
    

2 22 3 ( ) ( )
, ,

(17 8 )

x

x x x x

e dx xdx

e e e e   
 5با شرطx 

2

3

25x
dx

x
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با شرط
2

5

2 2

, 1

( 1)

x dx
x

x




2با شرط

2 2
25 , 1

1

dx
x dx x

x x
 


  

2
(4)

420

1 ( ) 4
, , ,

1 ( )9

x
Ln

x

Ln xe dx xdx x
dx dx

x xLn x xe

 


    

2
, 1

1

x
dx x x dx

x





  

 زیر را به دو روش حل کنید. هایانتگرال .2

 
 94

3
,

23

5
22 xx

dx

x

xdx

 

3. 
2 4x dx      را به کمک تغییر متغیر مثلثاتی و همننین بیه کمیک تغیییر متغییر

 هذلولوی حل کنید.

 مساحی ناحیه عدسی شکل مثدود بین دو دایره متقاطر به ش اع یک که مرکزهیای  .4

 واحد از یکدیگر فاصله داشته باشند را بدسی آورید. 2aها به اندازه آن

 
  



 ریاضی عمومی یک    174

 )تابع کسری( و یا انتگرال تابع گویا کسرهای جزئیتجزیه به :گیریروش پنجم انتگرال

رج آن کسیری کیه صیورت و مخی    ال تابر گویا یا تابر کسری باشد )هر گاه تابر زیر انتگر

 .باید مراحل زیر را به ترتیب رعایی کردگیری برای انتگرالاسی ( ای چند عمله

 کنیم.می صورت و مخرج را تا عای ممکن نسبی به هم سادهای چند عملهمرحله اول:

ای چنید عملیه   تیر از درعیة  صورت اکیداً کوچیک ای ی چندعملهباید درعهمرحله دوم:

تقسیم ای مخرج ای صورت را بر چندعملهچندعملهمخرج باشد،در غیر این صورت باید 

 کنیم.

 ه کنیم و بر حسب تجزیمی مخرج کسر را به حاصل ضرب عوامل اول تجزیهمرحله سوم:

 کنیم.می زیر عمل چهارگانةهای مخرج مطابق یکی از حالی

)(

)(
)(

xQ

x
xf




 
P و Q که درعهای دو چند عملهP ایچند عمله اکیداً کمتر از درعه Q باشد.می 

ضربی در قالب حاصلقابل تجزیه ای شودکه هر چند عملهمی در ریاضیات پیشرفته ثابی

 ناپیذیر هیایی از عوامیل درعیه دوم تثوییل    های عوامل خطیی درعیه اول و تیوان   از توان

0ناپذیر یا)تجزیه ) باشد.می 

ممکیین اسییی مشییکل باشیید امییا در ریاضیییات   Q ایعملییههی تجزیییة چندالبتییه گییا

 بنابرین اسی.پذیر شود که این کار همیشه امکانمی عالی،تضمین
1

1

1 1

2 2

1 1 1

( ) ( ) ............( )

( ) ..... ( )

n

m

n n

m m m

Q x a x b a x b

c x d x e c x d x e

 

 

   

     
 

مخرج فقط عامیل خطیی آن هیم بیدون درعیه تکیرار ی نیی        اگر در تجزیة حالت اول:

1i کنیم.می ، مطابق مثال زیر عملموعود باشد 

 مثال:

 
dx

xx

x
 


3

3

4

1

 
مخرج باشید  ای چند عمله تر از درعةصورت اکیداً کوچکای چند عمله باید درعةحل: 

 کنیم.می صورت را بر مخرج تقسیمای و در غیر این صورت،چند عمله











xx

x

xx

x
33

3

4

1
4

4

1

4

1

 



 175گیری   های انتگرالروش: چهارمفصل 

 

I
x

dx
xx

x

x
dx

xx

x
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Iکه در آن منظور از   همان
3

1
4

4

x

dx
x x



 باشد.می 

 کنیم.می مخرج را تا عای ممکن تجزیهای در این مرحله چند عمله

)12)(12()14(4 23  xxxxxxx 

کسییرو 
3

1
4

4

x

x x




2ع کسییرهایی بییا مخییرج وجمییشییکل مرابییه   1 ,x x  2و 1x  

 نویسیم ی نی،می

*
12124

1
4

3 









x

C

x

B

x

A

xx

x

 
,که در آن ,A B C باشند پسمی سه عدد ثابی 

3

1
1 1 14

4 2 1 2 1

2 1 2 1

2 2

x

I dx A dx B dx C dx
x x x x x

Ln x Ln x
ALn x B C


     

  

 
 

    

kxLn
C

xLn
B

xALn
x

I  12
2

12
24 

,برای کامل شدن عواب کافی اسی اعیداد ثابیی   ,A B C     مشیخص شیود. بیرای ییافتن
,هایثابی ,A B Cگیریم و برابر سمی چیپ  می مخرج مشترک * از سمی راسی رابطة
 دهیم. ی نی،می قرار

3

1
(2 1)(2 1) (2 1) (2 1)4

4 (2 1)(2 1)

x
A x x Bx x Cx x

x x x x x


     


  

 

سیرها  هم برابر اسی، پیس صیورت ک  ها آنهای بالا دو کسر برابر، و مخرج چون در رابطه
 نیز برابرند ی نی،

1 (2 1)(2 1) (2 1) (2 1) **
4

x
A x x Bx x Cx x        

 شود.ادامه مسیرم مولاً به دو روش انجام می
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 روش اول:

ACBxCBAx
x

 )()224(1
4

2

 
، در دو طیرف رابطیه   xنظییر  هیای  و در رابطه فوق با مسیاوی قیرار دادن ضیرائب تیوان    

 کنیم.می مجهولات را ت یین

4 در دو طرف 2xضریب  2 2 0

1

4

1

A B C

B C

A

   



  

   

 در دو طرف xضریب  

 مقدار ثابی در دو طرف

8

9
,

8

7
,1

1

4

1

02
























CBA

A

CB

CBA

 
7 9

2 1 2 1
4 16 16

x
I Ln x Ln x Ln x k        

ز طرییق  ، اروش هوی ساید( م روف اسیپوشانی)که به روش همدر این روش روش دوم:

ک یی  ای م ادلیه  ، بیه  شود که م ادلهمی صفر کردن ضرائب مجهولات در رابطه **س ی

 مجهولی تبدیل شود.  

,در این مثال ضرائب مجهولات  , ,x C B A 2و 1x   2و 1x  باشد.می 

2
1012  xx

 
1بنابرین اگر در رابطه ** قرار دهیم 

2
x :داریم 

8

7
1

2

1

4

1
0)1

2

1
2(

2

1
0  BCBA

 
1

2 1 0
2

1 1 1 1 9
0 0 (2 1) 1

2 2 4 2 8

x x

A B C C

     

   
           

 

0xو اگر قرار دهیم  :از رابطه** داریم، 

110
4

1
00)10)(10(  ACBA
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ها صیفر  ، ضریب دوتا از مجهول** در رابطةxمخرج به عایهای ی نی با قرار دادن ریشه

 آوریم.می دسیه مجهول سوم را ب به راحتی شده و

1iتکرار ی نیاگر در تجزیه مخرج عامل خطی با درعه  حالت دوم : .موعود باشد 

 مثال:
3

2 2

4

( 1) ( 3 2)

x
dx

x x x



   

باشد پس می 3صورت ای عملهدرعه چند و 4مخرج ای چون درعه ی چند عملهحل: 

باشند، رج قابل ساده شدن نسبی به هم نمیضمناً صورت و مخو تقسیم احتیاج نداریم

 کنیم.می پس فقط مخرج کسر را تا عای ممکن به حاصل ضرب عوامل اول تجزیه
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x
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,و برای یافتن اعداد ثابی  , ,D C B A       و تکمیل عیواب بیا مخیرج مشیترک گیرفتن در

 سمی راسی رابطه *داریم:
2 3 3( 1) ( 2) ( 1)( 2) ( 2) ( 1) 4 **A x x B x x C x D x x           

اوی را در دو طیرف، مسی  xهیای نظییر  توان برای ت یین مقادیر ثابی، ضرائب توانمی حال

قیط دو  عایگزین کرد که البتیه در ایین مثیال ف   xمخرج را به عایهای قرار داد و یا ریشه

2xریشه،   2ی نی ریشةx   1وx   1ی نی ریشةx  .وعود دارد 

1242)12(0002 33
**

 DDCBAx 

5410)21(001 3
**

 CDCBAx 
B,د برای ییافتن دو مجهیول دیگیر ی نیی    دیگری وعود ندار و چون ریشة A   دو مقیدار

1xدلخواه دیگر غییر از    2وx   ً0میثلاx  1وx   کنییم و در  میی  را اختییار

 بنابرین دهیممی ** قراررابطة 

4)10(12)20(5)20)(10()20()10(0 32
**

 BAx 
)1(31210422  BABA 
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**

2 3 3

1

( 1 1) ( 1 2) ( 1 1)( 1 2) 5( 1 2) 12( 1 1) ( 1) 4

x

A B

  

                 

12 6 15 96 3 2 14 (2)A B A B         
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2 14

A B
A B

A B
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 مثال:
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3( 2)

x
dx

x  

 حل: 

 












323

2

)2()2(22 x

C

x

B

x

A

x

x

 









  32 )2()2(2 x

dx
C

x

dx
B

x

dx
AI

k
x

C
x

BxALn 












2

)2(

1

)2(
2

21

 
,های البته برای یافتن ثابی ,C B A کیه قیبلاً گفتیه     یهیای در مثال فوق علاوه بر روش

 توان روش زیر را هم به کار برد.می شد،
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2 (1رابطه) 2( 2) ( 2)x A x B x C     

 ( مشتق بگیریم،داریم1اگر از دو طرف رابطه )
2 (2رابطه) 2 ( 2)x A x B   

 گیریم،می و دوباره مشتق
A22 (3رابطه)  

(3) بنابرین 1A  
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)ناپیذیر ناپذیر یا تجزییه تجزیه مخرج عامل درعه دوم تثویل اگر درحالت سوم: 0)  
1Bjتکرار ی نی  بدون درعة ،کنیم.می موعود باشد مانند مثال زیر عمل 

 مثال:

2

2 2

2 3

( 1) ( 2 2)

x x
dx

x x x

 

   

 حل: 
2

2 2 2 2

2 3 (2 2)

( 1) ( 2 2) 1 ( 1) 2 2

x x A B C x D

x x x x x x x

   
  

      
 

22که در آن  2 ( 2 2)x x x    . 
2فوق به کسرهای عزئیی ،  قابل ذکر اسی که در تجزیة 2 2x x      ییک عامیل درعیه

ی ی نی  2کمتیر از   از درعیة ای عملیه پذیر اسی و باید صورت کسر یک چندنادوم تثویل
Cxحداکثر درعه اول مانند  D  باشد که بدون آن که از کلیی مسئله کم شود، برای

،مشیتق مخیرج ی نیی   xتسریر در حل مسئله و کم شدن حجم مثاسبات به عای عامل 
2( 2 2) 2 2x x x      در تجزیییه کسییر بییه عییای    بکییار رفتییه اسییی، بنییابرین

2 2 2

Cx D

x x



 
کسر عزئی 

2

(2 2)

2 2

C x D

x x

 

 
 نویسیم.می را 

2 2 2

2 2 1

1 ( 1) 2 2 2 2

dx dx x
I A B C dx D dx

x x x x x x
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 که در آن،
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,های و پس از این مرحله با یافتن ثابی , ,D C B A کنیم.می عواب را تکمیل 
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ی ناپیذیر بیا درعیه تکیرار ی نی     اگردر تجزیه مخرج عامل درعه دوم تثویلحالت چهارم:

1jB  کنیممی موعود باشد، مطابق مثال زیر عمل. 

 مثال:
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 حل:
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2بالا نیز  مانند حالی سوم در رابطة 1x   2همان مشتق عبارت 1x x  باشد.می 

2 2
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1با تغییر متغیر مثلثاتی

( )
2

x atg   برای انتهای کمان ،در ربر اول یا چهارم 

2 21 3
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2 4
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1 3
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 و همننین،
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 . بنویسیم x، باید م ادل عبارت بالا را بر حسبحال چون انتگرال نام ین اسی
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,هایکه با یافتن ثابی , , , ,F E D C B A شود.عواب کامل می 

نکته: 
2 2( ) n

dx

x a  و
2 2( ) n

dx

a x        هم به کمیک تغیییر متغییر مثلثیاتی و هیم بیه

 کمک روش تجزیه به کسرهای عزئی قابل حل اسی.

 

 تمرین

 های زیر را حل کنید.انتگرال .1

( )( )

dx

x a x b   , 
2 2

dx

x a , 
2 1

dx

x   , 
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8

5 6

x
dx

x x



   

3

3

2 8

x
dx
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2 2 1

x dx
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( 2)
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dx
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2 2
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( 2 1)

x x
dx

x x x

 

   

2

2( 1)( 2 1)

x dx
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2( 1)

dx

x x x   , 

2

4 16

x dx

x   

7 4

3

2 3 7

1

x x x
dx
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  , 
4

dx

x x  , 
2 2

2

( 4 5)

x
dx

x x x



   

3 2

2 2

2 8 8 4

( 2 2)

x x x
dx

x x

  

  

2. 
2 1

dx

x  را به سه روش حل کنید. 
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 سازگویاهای : تغییر متغیرگیریروش ششم انتگرال

ل )تیابر  حالی م مولاً قانون خاصی وعود ندارد و بیا توعیه بیه تیابر زییر انتگیرا      در این 

ابر گوییا  شود تغییر متغیری انتخاب کنیم که انتگرالده را بیه ییک تی   می انتگرالده( س ی

 مثال:  تبدیل کند. بطور 
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1u 
تیوان از آن  میی  کسرها به راحتیی  ابر گویاسی و به کمک روش تجزیةیک ت 

 گرفی.انتگرال 
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 گویاسی. 

 مثال:

1 1

1 1

x x
dx

x x

  

  
 

21 1 1 1 (1 ) (1 ) 2 1
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، برای انتگرال، که در آن
21 x
dx

x
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انتگرال تابر گویا
2 2 2

2 2 2

1 1
( )

1 1

x x x u udu u du
dx x dx

x x x u u

   
      

       

البته 
21 x
dx

x


 .به کمک روش تغییر متغیر مثلثاتی نیز قابل حل اسی 

 مثال: 
3

dx

x x
 

duudxuxux 233 3 

 انتگرال تابر گویا
2

3 2

3
3

1

u du udu
I

u u u
  

   

 مثال:
3 42

x
dx

x x
 

1112dx u du34و x u43و x u6وx u1212وu x x u   

 انتگرال تابر گویا
6 14

11

4 3
12 12

2 2

u u
I u du du

u u u
   

   

 نکته: 

ییافتن   که در حالی کلی قاعده و قانون خاصی برایهای فوق دیدیم با توعه به مثالالف:

زییر   ساز وعود ندارد و گاهی نیز یک تغیییر متغییر ممکین اسیی تیابر     یر متغیر گویاتغی

 تر تبدیل کند.هبه یک انتگرال سادرا انتگرال )تابر انتگرالده( را گویا نکند ولی انتگرال 

مثال: 
2 227 6 1

dx

x x x 
  1را با تغییر متغیر

z
x

 .حل کنید 

 حل:
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1 1 1
z x dx dz
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ل قبیل  تر از انتگرابا این تغییر متغیر تابر انتگرالده گویا نشد ولی حل انتگرال فوق سریر

 ،  اسی زیرا

z26)627( 2  
1 2 6 6

2 2 227 6 27 6

d z
d

    
   

   

 

1 2 6 1 6 1
3

3 42 2 2 2 227 6 27 6

z d
d I I

   
   

   

 

 که در آن،
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3 227 6

z
I dz

z z
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22 2 27 6
3 1
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4 227 6

u z z du z dz
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32 127 6 3sin ( )
6

z
z z

   

1
3 21 1 27 6 1 1 32 1 127 6 ( ) 3sin ( ) 3sin ( )

6 6

x x xx

x x x x


          

1فرض بر این بود که 1Iالبته در 
0z

x
 0پسx :اسی و داریم 

2
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2 1

27 6 1 1 3
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I I x

  
   

  

 

227از طرفی چون باید  6 1 0x x  :داریم، 

2 3 9 27 1 1
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x

x x

  

    

 

 تربنابرین به عبارت دقیق
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1،با تغییر متغیرضرورت صورت مسئلهته مثال فوق به الب

z
x

    حل شد،وگرنه بیا تغیییر

 شیود کیه توسیط تغیییر متغییر     میی  متغیر مثلثیاتی ایین انتگیرال بیه انتگرالیی تبیدیل      

( )
2

x
u tg   که در قسمی )ب(خواهد آمد قابل حل اسی، توضیثات وشرح بیشیتر ایین

 شود.می راه حل پس از بیان قسمی )ب(به عنوان تمرین به خواننده واگذار

،توابر مثلثیاتی بیا   یا هر دو ر حالی خاص اگر زیر انتگرال در صورت یا مخرج کسر ودب:

)توان از تغییرمتغیر می هم عمر و تفریق وضرب وتقسیم شده باشند )
2

x
u tg   کیه بیه
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نام تغییر متغیر تانژانی نصف قوس م روف اسی استفاده کرد تا تیابر انتگرالیده بیه ییک     

 تابر گویا تبدیل شود.
 متغیر داریم:با این تغییر 

 
 
 

( )
2 1

x u
tg   

22 2

1 2
sin( ) 2sin( ) cos( ) 2

2 2 11 1

x x u u
x

uu u
     

 
 

2
2 2 2 2

22 2

1 1
cos( ) cos ( ) sin ( ) ( ) ( )

2 2 11 1

x x u u
x

uu u


    

 
 

uهیای مثلثیاتی را نییز برحسیب    توان سایر نسیبی میuحسببر cosو  sinبا داشتن

 بدسی آورد.  

u

u
x

u

u
x

u

u
xg

u
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u
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x
xtg
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1
)(cot
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 وهمننین 

1 1

2

2
( ) ( ) 2 ( )

2 2 1

x x
u tg tg u x tg u dx du

u

       


 

 مثال:
3

0 3 ( )

dx

tg x
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)به کمک تغییر متغیر تانژانی نصف قوس ی نی :حل )
2

x
u tg:داریم 

2 2

2 2
, ( )

1 1

u
dx du tg x

u u
 

 
 

22

2 2

2

2

11 2
2 (1 )( 3 3 2 )3

1

uuI du du
u u u u

u

  
  



  

 ابن تابر گویا سی و به کمک روش تجزیه به کسرهای عزئی مطیابق عملییات زییر حیل    

 شود.می

2 2

2

2

2

2 1

2 1
3 3 2 3( 1) 3( )( 3)

3 3

2 1

13 (1 )( )( 3)
3

2 2

113 3
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(1 ) ( ) 3
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u u u u u u

u
I du
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A u B C D
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ALn u Btg u CLn u DLn u

          

 


  

 
   

   
  

  

 
        

 



  

 

 طرفی از
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1
)

6
(
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0)0()
2
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tgux
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x

tgux

 

,هایو همننین با یافتن ثابی , ,D C B A،در بالا 

3 3 3
, ,

8 4 8
A B C D
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3
2 1

0

2 3 3 3 1 3
(1 ) ( ) 3

8 4 8 83 3

3

12

I Ln u tg u Ln u Ln u
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)sec مثال: )x dx 

تکاری اب ی،شود،روش اول که تغییر متغیرمی به کمک سه روش حلاین انتگرال م مولاً 

)، روش دوم تغییر متغیر گفته شدقبلاً  بود و )
2

x
u tg،اسی که در این صورت 

2

2 2 2

1 1 2
sec( ) 2

cos( ) 1 1 1

u du
x dx dx du

x u u u


   

      

تابر
2

1

1 u
 شود.روش سوم،می عزئی حلهای تاب ی گویاسی و به کمک تجزیه به کسر

     


)(sin1

)cos(

)(cos

)cos(

)cos(

)cos(

)cos(

1

)cos(

1
)sec(

22 x

dxx

x

dxx
dx

x

x

x
dx

x
dxx

 
)sinکه اگر قرار دهیم  )u x، 

  


21
)sec()cos(

u

du
dxxdxxdu

 
 هایه عوابسوم بالبته با تکمیل روش دوم و

)
2

(1

)
2

(1

,
)sin(1

)sin(1

2

1

x
tg

x
tg

Ln
x

x
Ln









 
lnرسیم که هر دو بیا هیم وبیا عیواب روش اول ی نیی      می sec( ) ( )x tg x  در ظیاهر

)secمتمایزند ولی مشتق هر سه به عواب  )xشود.می منجر 

 گیری چند نکته مربوط به فرآیند انتگرال

مسئله برای حیل انتگیرال از ییک تغیییر     مکن اسی گاهی بنا به درخواسی صورت م -1

 متغیر خاص استفاده کنیم.

 ر حل انتگرال باید تا عای ممکن از مثاسبات طولانی پرهیز کرد.د-2

بطور مثال
2

2

3 1

( 1)

x
dx

x x



شود ولی با کمی دقیمی به کمک روش تجزیه کسرها حل 
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 توان تشخیص دادکهمی

13)(,)1( 2332  xxxxxxx 
3uبنابرین با تغییر متغیر  x x  

  



kxxLnuLn

u

du
dx

xx

x 3

2

2

)1(

13

 

:مثال
3sin ( )

2 cos( )

x
dx

xبا تغییر متغیر( / 2)u tg x  اسیی و همننیین بیا    قابل حیل

2تغییر متغیر cos( )u x ، 
2 2 2 2

3 2 2

2 2

2

sin( ) , cos( ) 2 ,sin ( ) 1 cos ( ) 1 ( 2) 4 3

sin ( ) sin ( ) 4 3
( sin( ))

2 cos( ) 2 cos( )

3 (2 cos( ))
( 4 ) 4 3 4(2 cos( )) 3 2 cos( )

2 2

cos ( )
6 2cos( )

2

du x dx x u x x u u u

x x u u
dx x dx du

x x u

u x
u du u Ln u x Ln x

u

x
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3 (2 cos( ))Ln x k  

 

مثههال: 
4 4

sin(2 )

sin ( ) cos ( )

x
dx

x xمتغییییربییا تغییر( / 2)u tg xشییود، مییی حییل

 همننین
4 4 2 2 2 2 2

2 2 2
2

2

sin ( ) cos ( ) (sin ( ) cos ( )) 2sin ( )cos ( )

sin(2 ) sin (2 ) 2 sin (2 ) 1 cos (2 )
1 2( ) 1

2 2 2 2

2sin(2 )

1 cos (2 )

x x x x x x

x x x x

x
I dx

x

   

 
     

 


 

cos(2که اگر قرار دهیم  )u x،داریم 

  






 kxtgutg
u

du
I

dxxdu

)2(cos)(
1

)2sin(2

11

2 
گفتیه   های تا به حالیک از روشهایی وعود داردکه با هیچتگرالخوب اسی بدانیم ان -3

 حیل قابیل  خواهد آمد ب د که در فصل ها شود، برخی به کمک روش سریشده حل نمی

 :عبارتند ازها شود.مواردی از این انتگرالنمیو برخی بااین روش نیزحل اسی 
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2

2 4 ( )sin( ) , 1 , , ,

, ( ( )) ,

x
x

e

x

e
x dx x dx dx e dx

x

dx
Ln Ln x dx e dx

Ln x

   

  
 

 .ید مراحل زیر را به ترتیب طی کرد، بالیکدر حالی  ،گیریدر فرآیند انتگرال-4

 عبارت زیر انتگرال )تابر انتگرالده(را تا عای ممکن ساده کنیم.:مرحله اول

 .بریمبرا بکار گیری های انتگرالاز روشبا توعه به تابر زیر انتگرال یکی :مرحله دوم

وییا تیابر لگیاریتمی وییا مثلثیاتی      udاگر حاصل ضربی از دو تابر غیر هم عنس میثلاً 

 م کوس ویا هذلولوی م کوس بود از روش عزء به عزءاستفاده کنیم.

ویییا تییوانی از sec,tgویییا تییوانی از cos,sinهییای اگییر حاصییل ضییرب تییوانی از عامییل 

csc,cotg گفته شده کمک بگیریم. روش قبلاًبود از 

اگر توانی از 
22 xa یا

22 ax  ییر متغیر مثلثاتی را اعمال کنیم،تغبود. 

 اگر تابر گویا بود، روش تجزیه به کسرهای عزئی را بکار ببریم.

د از ییا هیر دو بیو   از توابر مثلثاتی در صورت یا مخیرج  یا حاصلضربی ی خط واگر ترکیب

)تانژانی نصف قوس ی نی تغییر متغیر  / 2)u tg x  استفاده کنیم ودر برخی از میوارد

 ساز مناسب را بکار ببریم.گویاتغییر متغیرهای  ساده یا های تغییر متغیر

 تیر تبیدیل  ییا بیه ییک انتگیرال سیاده      شود ومی در این مرحله انتگرال حل:مرحله سوم

 .بندیممی شود ودر غیر این صورت مرحله ب دی را بکارمی

 کنیم.می تلاشدوباره از نو :مرحله چهارم

 

 تمرین

 های زیر را حل کنید.انتگرال .1
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 زیر را دسی کم به دو روش حل کنید. هایانتگرالس ی کنید  .2
3

2
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( 3) 1 ( ) 1 cos( )

, cot ( )
1 sin( )

x x dx
dx dx

x x tg x x
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3. csc( )x dx  تانژانی نصف قوس حل کنید. متغیررا به کمک تغییر 
 


